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В данной работе получены достаточные условия на коэффициенты операторно-

го пучка четвертого порядка эллиптического типа, которые обеспечивают двукратной 
полноты некоторых производных цепочек системы собственных и присоединенных 
векторов, отвечающих собственным значениям из левой полуплоскости. Эти производ-
ные цепочки соответствуют некоторой краевой задачи для операторно-дифферен-
циального  уравнения четвертого порядка на полуоси. 
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векторы, операторно-граничная задача дифференциального уравнения. 

 
Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве опе-

раторный пучок четвертого порядка 
,               (1) 

где спектральный параметр, единичный оператор, а другие коэффи-
циенты удовлетворяют условиям: 
1)    - положительно определенный самосопряженный оператор с вполне 
непрырывным обратным  . 
2)   ограниченные операторы в . 
Множество существует, ограниченный  и определен-
ный на всем пространстве} называется резольвентным множеством опе-
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раторного пучка ,а  называется резольвента пучка . 

 называется спектром операторного пучка . 

Как известно область определения  становится гильбертовым 
пространством  относительно скалярного произведения 

.  При считаем, что . 

 Обозначим через  гильбертово пространство всех вектор 
– функций определенные в почти всюду, со значениями в    
с нормой  

 
Далее введем следующие гильбертово пространство  [1] 

 
и  

 
где 

. (Здесь через обозначаем пространство ли-

нейных ограниченных линейных операторов действующих из простран-
ство  в пространство ).  
Свяжем пучок (1) с краевой задачей  

        (2) 
, , 

,                       (3) 
 
Определение1. Если при любом наборе существует век-

тор функция , которая удовлетворяет уравнению (2) в 
  почти всюду, краевые условные в смысле сходимости  

,  
и имеет место оценки 

то 

задача (2), (3) называется регулярно разрешимой, регулярное реше-
ние задачи (2), (3).  
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 Определение 2. Если система  удовлетворяют 
уравнениям: 

 
то  называется собственным числом пучка -собственный 
вектор отвечающий собственному значению , а система  -
называется цепочкой собственных и присоединяемых векторов. 
Если  собственное значение пучка ,  

соответствующая цепочка собственных и присоединённых векторов, то 
функция  

, 

 
удовлетворяют уравнению (2) и называется их убывающими элемен-
тарными решениями. Обозначим, через 

, 

. 

И построим следующие системы производных цепочек собственных и 
присоединённых векторов.  

, 

. 

Очевидно, что система  отвечает задачу  

           (4) 

,   (5) 
а система   отвечает задачу (2), (3). 
Определение 3. Система    называется двукратно полной системой 
в пространстве следов регулярного решения задачи (1), (2), ((4), (5)), если 
система    полна в пространстве  . 
 В данной работе мы  найдем условия на коэффициенты пуч-
ка , которые обеспечивают двукратной полноты системы  в 
пространстве следов регулярных решений.  
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 Отметим, что аналогичные задачи для  исследованных, напри-
мер, в работах  [3,5,7]. 
 Сначала рассмотрим краевую задачу 

            (6) 
             (7) 

Имеет место 
Теорема 1. Пусть выполняются условия (1) и (2) причем 

 
Тогда задача (3), (4) регулярно разрешима.  
Доказательство. Так, как общее регулярное решение уравнения (4) имеет 
вид   где  

то из условия (2) следует, что 
, . 

Отсюда получаем, что и 

. 

Тогда относительно  получаем уравнение , где  

 
Так, как  [2], см. также работы [8-10], то 

  и  

 
 
аналогично имеет, что  . 
Теорема доказана.  
 Теорема 2. Пусть выполняются условия (1)–(3), причем   

.  Если имеет место неравенство 

,  где  ,   

, 

,   

 52 



Теорема  и задача (2), (3) регулярно разрешима.  
Доказательство. Будем  искать регулярного решения уравнения (2), (3)  в 
виде  

,  где   , а  регулярное  
решение задачи (6), (7).  
Тогда очевидно, что относительно   получаем краевую задачу.  

              (8) 

    (9) 

где . Так как  

 
, 

то . Тогда по теореме 2 из работы [2] существует регу-
лярное решение задача (8), (9). Таким образом,  
будет регулярным решением задачи (1), (2)  и  

 

 
Теорема доказана.  
Отсюда получаем следующее следствие. 
Следствие 1. Пусть выполняется условие 1 и имеет место неравенство  

, где , , ,  

Тогда задача (4), (5) регулярно разрешима.Этот результат получен 
С.С.Мирзоевым в работе [7]. 
Теперь исследуем аналитические свойства резольвенты  
Лемма 1. Пусть   и операторы     такие, что  

 

 где   и  

Тогда на луче  операторных пучок  обра-
тим и имеет место оценки 
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Доказательство.  Пусть ,  тогда  ,  где 
, . T.к. на луче  существует  

, то . Тогда при   

. 
 Используя спектральное разложения оператора   получаем, что  

 

 
 

 

 

 
Тогда получаем, что при     имеет место неравенство  

 
Следовательно на луче     пучок    обратим и  

  и 

 

 
 

Лемма доказана.  
Используя методику работы [3] докажем следующую теорему.  
Теорема 4. Пусть выполняются условия (1) - (3) и и 

   причем 
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Тогда система     и    двукратно полна в пространстве следов.  
Доказательство. Очевидно, что , если ,  
то оператор функция   представляется в виде отношения двух це-
лых функций порядка  и минимального типа при порядке  . С другой 
стороны если система  не является двукратно полным, то существуют 
векторы   такие, что , где вектор 
функция 

 
аналитический вектор-функция в левой полуплоскости. Из следствия 3 
следует, что задача (4), (5) имеет регулярное решение, которое можно 
представить в виде.  

 
, 

   где полином, где степень не больше чем ,  
   тогда при  

 

 
Так как   целая функция порядка    и минимального типа при по-
рядке , причем правая полуплоскость растёт не быстрее , а  левая 
полуплоскость на лучах,  кроме лучей 

, 

не быстрее, чем  . Очевидно, что при , на действительной и 
мнимой оси   не растёт, чем  . Тогда применяя теорему Фраг-
мена-Линдилефа получаем, что , . Если , то на 
лучок   из левой полуплоскости угол  между соседними лучами мень-
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ше, чем   , также . Действительно, здесь если взять лучи 

  и  , то угол между лучами     и  равно  и на этих 

лучах при выполнение условия              
  функция  также убыва-

ет, как  . Поэтому применяя теорему Фрагмена – Линдилефа получаем, 
что и при , при выполнении условии теоремы в левой полу-
плоскости  . Тогда , где  . С другой 
стороны при   

,
 

тогда при   получаем, что , а это противоречит ус-

ловию . Таким образом,  двукратно полна в про-
странстве следов. Так как при любом  существует ре-
гулярное решение  задачи (2), (3), то ,  
Тогда    есть и решение  (4), (5). 

Тогда определим оператор : , следующим 

образом . Очевидно, что    

. 
Тогда  ограниченный оператор. Отображающий пространство  

   на . Тогда по теореме Банаха об обратном опе-

раторе, следует, что    существует и ограничен. С другой стороны для 
элементарных решений  

. 
Тогда  , поэтому из двукратной полноты системы  в 
пространстве следах следует, что и   двукратно полна в пространстве 
следов.  
Теорема доказана.  
Замечание 1. Отметим, что при     полнота    доказана, на-
пример в работах   [3,4,7]. 
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Замечание 2. Если  все операторы , то  условие  
  излишняя в теореме 4.   
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DÖRDTƏRTİBLİ MƏXSUSİ VƏ QOŞMA OPERATOR DƏSTƏSİNİN ELEMENTLƏR 

SİSTEMİNİN HİSSƏSİNİN İKİQAT TAMLIĞI HAQQINDA 
 

S.M.BAĞIROVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə elliptik tip dördtərtibli operator dəstənin əmsalları üzərinə onun sol yarımmüstəvidə  
yerləşən məxsusi və qoşma elementlərinin müəyyən törəmə zəncirlər sistemlərinin ikiqat 
tamlığını təmin edən kafi şərtlər tapılmışdır. Bu törəmə zəncirlər dördtərtibli operator dife- 
rensial tənliklər üçün qoyulmuş bəzi sərhəd məsələlərinə uyğundur. 

                                         
Açar sözlər:  Hilbert fəzası, operator dəstəsi, məxsusi elementlər, operator diferensial 

tənliklərin sərhəd məsələləri. 
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DOUBLE COMPLETENESS OF THE SYSTEM  
OF FOURTH ORDER OPERATOR PENCILS    

 
S.M.BAGHIROVA 

 
SUMMARY 

     
We obtain sufficient conditions on the coefficients of the fourth order operator pencils 

of elliptic type, which provide some double completeness of derivative chains of their own and 
adjoint vectors corresponding to eigenvalues in the left halfplane. These derivative chains cor-
respond to some boundary value problem for an operator diffential equation of fourth order on 
the semi-axis. 

 
Key words: Hilbert space, operator pencils, eigenvectors, boundary value problem. 
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